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Разработка аналитического метода решения общего уравнения матье 
Ю. С. Крутий, А. Б. Васильев 
Запропоновано аналітичний метод розв’язання загального диференціаль-
ного рівняння Матьє в канонічній формі. Метод ґрунтується на відповідному 
точному розв’язку, який знайдено для довільних числових параметрів вихідного 
рівняння a і q. В свою чергу, точний розв’язок виражено через фундаментальні 
функції, які представляються рядами по степенях параметрів a і q зі змінними 
коефіцієнтами. 
Наряду з рівнянням Матьє, розглядається також рівносильна йому сис-
тема диференціальних рівнянь. Показано, що матриця Вронського, яка утворе-
на із фундаментальних функцій рівняння, являє собою матрицант системи. 
Тим самим доведено, що фундаментальні функції рівняння Матьє задовольня-
ють наперед заданим умовам у нульовій точці. 
З метою розв’язання проблеми чисельної реалізації знайдених точних фор-
мул, фундаментальні функції подано степеневими рядами. Для обчислення кое-
фіцієнтів степеневих рядів виведені відповідні рекурентні співвідношення.  
У результаті досліджень отримано остаточні аналітичні формули для 
обчислення характеристичного показника v, визначення якого є центральною 
частиною будь-якої задачі, математичною моделлю якої є рівняння Матьє. 
Фактично встановлено пряму аналітичну залежність v від вихідних парамет-
рів рівняння a, q. Це особливо важливо, оскільки параметр v відіграє роль інди-
катора таких властивостей розв’язків рівняння Матьє, як обмеженість і пе-
ріодичність. 
Запропонований аналітичний метод являється реальною альтернативою 
застосуванню наближених методів при розв’язанні будь-яких задач, що зво-
дяться до рівняння Матьє. Наявність остаточних аналітичних формул дозво-
лятиме у подальшому уникати процедури пошуку розв’язків рівняння. Нато-
мість, для розв’язання задачі у кожному конкретному випадку, достатньо ли-
ше чисельно реалізувати отримані аналітичні формули 
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1. Введение
Уравнение Матье является специальным случаем линейного обыкновенно-
го дифференциального уравнения второго порядка с периодическими коэффи-
циентами. В канонической форме его принято записывать в виде [1] 
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где a, q – постоянные вещественные параметры, <z< . 
В зависимости от природы исходной задачи, параметры a, q определяются 
по-разному. В большинстве физических задач, которые приводят к уравнению 
(1), значение параметра q задается, а значения параметра a находятся как соб-
ственные значения, при которых гарантировано наличие периодических реше-
ний. Сами периодические решения выражаются через специальные функции 
Матье [2]. Когда параметры a и q заданы наперед независимо один от другого, 
уравнение (1) называют общим уравнением Матье [2]. Такое уравнение возни-
кает, например, в некоторых задачах астрономии [3 5], при исследовании ли-
нейного параметрического осциллятора [6] и т. п. Именно общее уравнение 
Матье является объектом исследований. 
Кроме канонического уравнения (1) в приложениях используется также 
модифицированное уравнение [2] 
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Уравнения (1), (2) имеют многочисленные приложения в физике и технике 
[7 11]. При этом множество задач, сводящихся к данным уравнениям, можно 
разделить на две главные категории [11]: краевые задачи и задачи с начальны-
ми условиями. 
Краевые задачи возникают при решении двумерного волнового уравнения, 
записанного в эллиптических координатах. Примерами могут служить следую-
щие задачи [7]: 
 о колебаниях эллиптической мембраны; 
 о свободных колебаниях воды в озере с эллиптической границей; 
 о поперечных колебаниях газа в полом эллиптическом цилиндре; 
 о колебаниях эллиптической пластинки; 
 об эллиптическом цилиндре в вязкой жидкости; 
 об электрической и термической диффузии; 
 о дифракции звуковых и электромагнитных волн и т. п. 
В задачах с начальными условиями возникает только уравнение (1). К ним 
относятся задачи [7]: 
 о колебаниях в пружинном механизме с периодической движущей силой; 
 об устойчивости стержня (натянутой струны) при наложении периодиче-
ской составляющей на постоянную осевую растягивающую силу; 
 о частотной модуляции звукового сигнала; 
 о вращении перевѐрнутого маятника с периодически колеблющейся точ-
кой подвеса [8, 10]; 
 об устойчивости судна на волнении [8, 11]; 
 о движении элементарных частиц в циклотроне с периодически меняю-
щимся магнитным полем [8, 12]; 
Н
е я
вл
яе
тс
я 
пе
ре
из
да
ни
ем
 об устойчивости движения и резонансных явлениях в квадрупольных ло-
вушках и фильтрах, используемых в масс-спектрометрах [10, 12 23]. 
К последнему перечню примыкают также некоторые задачи квантовой ме-
ханики [11, 24]. 
Согласно теореме Флоке [25], уравнение (1) имеет частное решение 
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где  (z)  периодическая функция с периодом , i  мнимая единица, а v  ха-
рактеристический показатель, который зависит от параметров a и q. Именно 
поэтому при отыскании фундаментальных решений уравнения Матье, как пра-
вило [7, 26, 27], используют представление (3). 
Помимо отыскания фундаментальных решений, центральной проблемой 
является определение характеристического показателя v, который зависит от 
параметров a, q и играет роль индикатора таких основных свойств решений 
уравнения (1), как ограниченность и периодичность [7, 8, 27]. Для отыскания v 
используют два основных подхода. 
Первый подход фактически основан на формулах [3, 27]: 
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Здесь r  целое число, а (v)  определитель Хилла [7] бесконечного по-
рядка, который для уравнения (1) имеет вид [3, 7, 27] 
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При реализации формул (4), (5) определитель (6) берѐтся в конечной усе-
чѐнной форме в зависимости от заданной точности вычислений [27]. 
Второй подход [2, 5, 7, 26, 28] заключается в решении одного из уравнений 
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где y1(z), y2(z)  фундаментальные функции уравнения (1), удовлетворяющие 
условиям: 
 
1 2
1 2
.
(0) (0) 1 0
(0) (0) 0 1
y y
y y

   
    
 (9) 
 
При этом y1(z)  четная, а y2(z)  нечетная функции переменной z. Так что в 
этом случае проблема отыскания характеристического показателя v фактически 
сводится к определению фундаментальных решений, обладающих указанными 
свойствами. 
В целом следует констатировать, что к уравнению Матье сводится боль-
шое множество как теоретических, так практических задач. Именно поэтому 
исследование данного уравнения является актуальной научной и практической 
проблемой. 
 
2. Анализ литературных данных и постановка проблемы 
Уравнение Матье в течение долгого времени является объектом система-
тического исследования. В последнее время количество публикаций, связанных 
с этим уравнением, резко возросло. В частности, это объясняется успешным 
развитием направления в масс-спектрометрии, связанного с квадрупольными 
ловушками и фильтрами. Дело в том, что движение ионов в этих ловушках под 
действием суперпозиции электрических полей, описывается именно уравнени-
ем (1). При этом весьма актуальным в этих приложениях оказался частный слу-
чай, когда a=0. 
Когда a=0 в комбинации питающих напряжений отсутствует постоянная 
составляющая и ионы в ловушке находятся под воздействием только радиоча-
стотного электрического поля, изменяющегося по гармоническому закону. На 
плоскости параметров (a, q) значения a 0, 0 q qmax 0,92 задают нижнюю гра-
ницу первой зоны устойчивости колебания ионов. 
В статье [8] рассматриваются два физических процесса, соответствующие 
значению a 0, а именно: фокусировка и ускорение движения ионов в квадру-
польном радиочастотном электрическом поле; фокусировка заряженных частиц 
в циклотроне с помощью азимутально переменного магнитного поля. В публи-
кации [13] при значениях a 0, q 0,36 исследуется параметрическое резонанс-
ное возбуждение колебаний ионов путем бигармонического питания квадру-Н
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польного фильтра. В работе [14] случай a 0 позволяет рассматривать уравне-
ния движения ионов только по одной из координат. В [15] для значений a 0, 
q 0,2 0,85 исследуется акцептанс квадрупольного поля как функция начальной 
фазы. Работа [16] посвящена оценке потенциальной энергии иона в квадру-
польном поле при a 0 и малых значениях q. При таких же значениях парамет-
ров в [17] рассматривается масс-разделение ионов по времени пролета в дву-
мерных радиочастотных полях. 
В работе [28] для уравнения Матье рассматривается целое множество во-
просов. В том числе: нахождение собственных значений, устойчивость реше-
ний разностных уравнений, вычисление собственных значений, вычисление ха-
рактеристического показателя, вычисление значений решений уравнения для 
больших значений аргумента. Для численного решения указанных проблем 
предложены вычислительные алгоритмы. 
Авторы [29] предлагают комбинированный подход для построения реше-
ний уравнения Матье, объединяющий теорему Флоке и метод гармонического 
баланса. Строится приближѐнное решение уравнения с помощью замены бес-
конечного ряда Фурье для периодического множителя в представлении Флоке 
на усечѐнную конечную сумму слагаемых ряда. Затем это усечѐнное решение 
применяется к уравнению Матье с демпфированием. В статье [30] устойчивые 
решения однородного уравнения Матье в первой зоне устойчивости рассмат-
риваются как колебания, модулированные по амплитуде и частоте. Авторами 
сделана попытка с помощью вычислительных экспериментов установить зави-
симость между характером колебаний и отношением значений параметров 
уравнения. Решения задачи Коши для уравнения Матье при разных комбина-
циях значений параметров получены с помощью численного интегрирования. 
Публикация [31] посвящена различным обобщениям и расширениям уравне-
ния Матье. Эти расширения включают в себя: эффекты линейного вязкого за-
тухания, геометрическую нелинейность, эффект запаздывания, квазипериоди-
ческое возбуждение или возбуждение эллиптического типа. Цель состоит в 
том, чтобы обеспечить систематический обзор методов определения соответ-
ствующей диаграммы устойчивости, ее структуры и особенностей. В [32] по-
лучены первые интегралы различных расширений уравнения Матье с демпфи-
рованием. В работе [33] исследуется обобщѐнное уравнение Матье, которое 
описывает поведение параметрически возбуждаемой маятниковой системы 
при двухчастотном комбинированном возбуждении. Построены приближѐн-
ные границы областей устойчивости и неустойчивости решений уравнения. 
Рассмотрены случаи периодического и квазипериодического воздействий на 
систему. Проведен анализ резонансных явлений в системе при соизмеримости 
и несоизмеримости частот воздействий. Основным методом исследований в 
данной работе является метод возмущений по малому параметру. Приближѐн-
ное решение обобщѐнного уравнения Матье ищется в виде равномерно схо-
дящегося ряда по малому параметру. 
Также следует упомянуть так называемый «матричный метод» [19 22] ре-
шения уравнения (1), который широко применяется для нахождения уравнений 
ль
ко
 дл
я ч
те
ия
движения ионов в квадрупольных ловушках. Этот метод также является чис-
ленным и пригоден для нахождения только периодических решений (случай 
v=0), поскольку периодичность лежит в основе алгоритма метода. 
Что касается общего уравнения Матье, авторам известен только один уни-
версальный численный метод решения при любых заданных значениях пара-
метров, изложенный в работе [27]. Метод основан на представлении фундамен-
тальных решений в форме (3), преобразовании Фурье и нахождении значений 
характеристического показателя по формулам (4) (6). Приближенность метода 
продиктована необходимостью замены бесконечного определителя усеченным 
конечным вариантом. Остальные исследователи, как правило, действуют в рам-
ках традиционного подхода, посвящѐнного отысканию периодических решений 
уравнения (1) и его обобщений. 
Методы, используемые для исследований в перечисленных публикациях, 
обладают одним общим свойством. Для каждого нового набора значений a, q ту 
или иную процедуру решения следует повторить. Вполне понятно, что в таком 
случае получить в аналитическом виде зависимость показателя v от параметров 
a, q не удается. Установить такую зависимость стало бы возможным при нали-
чии аналитического метода решения.  
Существуют и другие преимущества аналитического метода. В частности, 
как показано в [15, 16], даже в случае периодических решений, при изучении 
фундаментальных свойств физических процессов и явлений, аналитический 
подход может оказаться более универсальным и гибким по сравнению с чис-
ленными методами. Тем более, что решения могут иметь более сложный харак-
тер и выражаться, например, через квазипериодические функции [21]. 
Поэтому перспективным является разработка аналитического метода ре-
шения уравнения (1), пригодного для любых значений параметров a и q. Имен-
но такой метод предлагается в данной статье. В частности, выводятся явные 
аналитические формулы для показателя v, как функции параметров a и q. Тео-
рема Флоке при этом не используется. 
 
3. Цель и задачи исследования 
Целью работы является разработка аналитического метода решения обще-
го уравнения Матье. 
Для достижения цели были сформулированы следующие задачи:  
 найти фундаментальные функции уравнения, удовлетворяющие задан-
ным условиям; 
 получить точное решение уравнения; 
 представить фундаментальные функции степенными рядами; 
 получить в аналитическом виде формулы для характеристического пока-
зателя, как функции исходных параметров уравнения. 
 
4. Точное решение общего уравнения Матье 
Вместе с уравнением (1) будем рассматривать равносильную ему систему 
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Здесь вектор неизвестных и матрица коэффициентов системы имеют вид: 
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где обозначено p=2q. 
Фундаментальные решения yn(z) (n=1, 2) уравнения (1) будем искать в виде 
рядов по степеням ampk m (k=0,1,2,…)(m=0,1,…,k) с переменными коэффициен-
тами 
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где 
, , ( )n m k m z  (n=1,2)(k=0,1,2,…)(m=0,1,…,k)  неизвестные функции, которые 
будем считать непрерывными вместе со своими первыми и вторыми производ-
ными. Пока предполагаем, что ряды (11), а также аналогичные ряды, состав-
ленные из первых и вторых производных 
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равномерно сходятся. В таком случае будет возможной операция почленного 
дифференцирования рядов, вследствие чего обозначения ( ),ny z  ( )ny z  для сумм 
(12), (13) будут законными. 
Неизвестные функции , , ( )n m k m z  найдем из условия 
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Воспользовавшись здесь представлениями (11), (13), после преобразований 
приходим к необходимости выполнения равенства 
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Для его удовлетворения приравняем к нулю все коэффициенты при степе-
нях ampk m (k=0,1,2,…)(m=0,1,…,k): 
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, ,0 , 1,0( ) ( ) 0n k n kz z    ( 1,2,3,...);k   (16) 
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, , , 1, , , 1( ) ( ) cos2 ( ) 0n m k m n m k m n m k mz z z z        
 ( 2,3,4,...)( 1,2,..., 1).k m k          (18) 
 
К полученным дифференциальным уравнениям (15) (18) присоединим 
соответствующие им условия: 
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, , , ,(0) (0) 0n m k m n m k m      ( 2,3,4,...)( 1,2,..., 1).k m k    (22) 
 
Тогда, интегрируя дважды каждое из уравнений (15) (18) и реализуя заданные 
условия, будем иметь: 
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Формулы (23) (26) являются рекуррентными. С помощью этих формул по 
известной начальной функции 
,0,0( )n z  последовательно определяются функ-
ции 
, ,0( ),n k z  ,0, ( ),n k z  , , ( ),n m k m z  которые назовем образующими. Для таких 
функций равенство (14) будет удовлетворяться тождественно по построению. 
Теперь следует доказать, что ряды (11) (13) действительно равномерно 
сходятся. 
В основе доказательства рядов (11) лежат следующие оценки, которые 
непосредственно вытекают из формул (23) (26): 
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Выполняя последовательно для значений k=0,1,2,…; m=0,1,…,k операции, 
предписанные рекуррентными формулами (27) (30), в общем случае приходим 
к такому результату 
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где mkC   число сочетаний из k по m. 
Учитывая (31), для рядов (11) будем иметь 
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Применяя для вычисления радиуса сходимости последнего степенного ря-
да принцип Даламбера, получим 
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Тем самым доказано, что ряды (11) равномерно сходятся. 
Поступая во многом аналогично, также доказывается равномерная сходи-
мость рядов (12). Что касается рядов (13), то их равномерная сходимость непо-
средственно вытекает из тождества (14), согласно которому они пропорцио-
нальны рядам (11). 
Таким образом, формулами (11), (23) (26) определены два решения yn(z) 
(n=1,2) уравнения (1). При этом непосредственной проверкой легко убедиться в 
том, что матрица Вронского 
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удовлетворяет системе (10). Кроме того, с учетом (19) (22), находим 
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Следовательно, (z)  матрицант [34] системы (10), а функции yn(z) (n=1,2)  
фундаментальные решения уравнения (1), удовлетворяющие условиям (9). 
Общее решение системы (10) выразится формулой 
 
( ) ( ) (0).z z    (33) 
 
Отсюда получаем общее решение уравнения (1) в виде 
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где константы интегрирования выражены через начальные параметры (0),y  
(0).y  
 
5. Тождество для фундаментальных функций уравнения Матье 
Воспользовавшись формулой Якоби [34] 
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где Sp P(z)  след матрицы P(z), который в нашем случае равен нулю, для фун-
даментальных функций получаем тождество 
 
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 1.y z y z y z y z    (34) 
 
Данное тождество может быть весьма полезным при решении конкретных  
задач. 
 
6. Представление фундаментальных функций степенными рядами 
С точки зрения приложений, целесообразно преобразовать формулы для 
фундаментальных функций к виду, удобному для их численной реализации. 
Что касается образующих функций 
, ,0( ),n k z  то они находятся по формуле 
(24) в явном виде 
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В формулах для образующих функций (25), (26) воспользуемся разложением 
 
2
0
cos2 ,jj
j
z c z


  
22
( 1) .
(2 )!
j
j
jc
j
   (36) 
 
Как видно из формулы (25), образующие функции 
,0, ( )n k z  при условии 
(36) представляются степенными рядами, наименьшая степень в которых будет 
равна n+2k 1. Следовательно, 
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где dn,0,k, j  коэффициенты, подлежащие определению. При этом 
 
То
ль
ко
 дл
я ч
те
ни
я
2 3 2
,0, 1 ,0, 1,
0
( ) n k jn k n k j
j
z z d z

 
 

    ( 1, 2, 3,...).k   (38) 
 
Полагая здесь k=1 и сравнивая результат с выражением (23), находим 
начальные значения: 
 
,0,0,0 1;nd   ,0,0, 0n jd   ( 1, 2, 3,...).j   (39) 
 
Выполняя операции, предписанные формулой (25), перемножим ряды (36), 
(38) и результат дважды проинтегрируем. В итоге будем иметь 
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Сопоставляя между собою формулы (37) и (40), получим рекуррентную 
формулу для искомых коэффициентов 
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Тем самым, формулами (39), (41) полностью определены коэффициенты 
ряда (37). 
Анализируя формулу (26), с учетом (35) (37) заключаем, что образующие 
функции 
, , ( )n m k m z  также представляют собою степенные ряды с наименьшей 
степенью n+2k 1. Поэтому можем записать 
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где dn,m,k, j  искомые коэффициенты. Уменьшая в формуле (42) индексы k и m на 
единицу, получим 
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а уменьшая на единицу только индекс k, будем иметь 
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Значению k=2 в формуле (43) отвечают начальные значения d n,0,1,j которые 
уже определены формулой (41). Полагая k=2 в формуле (44) и сравнивая ре-
зультат с формулой (35), определим начальные значения d n,1,0,j: 
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Подставляя в формулу (26) вместо 
, 1, ( ),n m k m z   , , 1( )n m k m z   их значения 
(43), (44), перемножая ряды и дважды интегрируя, получим 
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Сопоставляя формулы (42) и (46), приходим к рекуррентной формуле для ис-
комых коэффициентов 
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( 2, 3, 4,...)( 1, 2,..., 1)( 0,1, 2...).k m k j     (47) 
 
Тем самым, совокупностью формул (47), (41), (45) полностью определены 
коэффициенты ряда (42). 
 
То
ль
ко
 дл
я ч
те
ни
я
Преобразуя формулу (11) к виду 
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и учитывая (23), (35), (37), (42), для фундаментальных функций будем иметь 
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При этом очевидно, что y1(z)  четное решение, а y2(z)  нечетное. 
Чтобы получить фундаментальные решения для модифицированного 
уравнения Матье (2) достаточно в формуле (48) или в формулах (49), (50) заме-
нить z на iz. 
 
7. Аналитические формулы для характеристического показателя 
Имея в явном виде фундаментальные решения yn(z) (n=1,2), на основа-
нии формул (7), (8), (49), (50) можно получить три равносильных формулы 
для определения характеристического показателя v. Выпишем здесь только 
две из них: 
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Следует заметить, что в научной литературе наряду с характеристическим 
показателем v используется также показатель =iv. Для вычисления  также 
могут служить формулы (51), (52), если учесть равенство cos ch .v     
Вычисленные в программном режиме с помощью формулы (51) или (52) 
значения характеристического показателя  сравнивались с известными ранее 
значениями [35]. Для некоторых наборов параметров a, q такие сравнения со-
держатся в табл. 1. 
 
Таблица 1 
Сравнение значений показателя  
 
q=0,2 q=0,4 q=0,6 q=0,8 
Авторский метод 
a=0,1 0,3501 0,4431 0,5901 0,8660 
a=0,3 0,5732 0,6549 0,8330 0,2816 
Табличные значения 
a=0,1 0,3502 0,4433 0,5904 0,8670 
a=0,3 0,5739 0,6565 0,8375 0,2845 
Относительная погрешность, % 
a=0,1 0,03 0,04 0,05 0,12 
a=0,3 0,12 0,25 0,54 1,04 
 
 
Приведенные результаты подтверждают правильность формул (51), (52). 
При этом практика вычислений показывает, что при сравнительно больших Т
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значениях параметров a, q целесообразней использовать формулу (52), по-
скольку соответствующие числовые ряды там сходятся быстрее. 
 
8. Формулы для частного случая 
В частном случае, когда a=0, формулы (48), (51), (52) упрощаются: 
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 (55) 
 
Как было показано выше, такой случай часто встречается на практике. По-
этому для удобства приложений формулы (53) (55) приведены отдельно. 
 
9. Обсуждение результатов исследований уравнения Матье 
Всякий раз, когда исследование того или иного физического явления сво-
дится к дифференциальному уравнению, ключевым становится вопрос о по-
строении его точного (аналитического) решения. Ведь именно точное решение 
несет в себе информацию качественного характера и формирует наиболее пол-
ную картину физического явления, которое изучается. Однако исследователи 
на этом пути часто сталкиваются с известной математической проблемой, кото-
рая заключается в отсутствии универсального метода отыскания точных реше-
ний для дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами. Веро-
ятно, этим можно объяснить преимущественное использование приближенных 
методов. 
Сказанное в полной мере относится и к общему уравнению Матье, точное 
решение которого, для произвольных значений параметров a и q, не было из-
вестно. Этим можно объяснить отсутствие в научной литературе аналитическо-
го метода исследования. Такой метод разработан. 
Наличие аналитического метода открывает новые перспективные возмож-
ности исследований для широкого класса задач астрономии, физики и техники, 
сводящихся к уравнению Матье. Причем применение данного метода в пер-
спективе позволит решать те или иные задачи лишь посредством численной ре-
ализации полученных здесь конечных аналитических формул. 
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В целом работа носит теоретический характер. Сравнение нескольких зна-
чений характеристического показателя, вычисленного авторским методом, с 
известными ранее табличными значениями, хоть и подтверждает правильность 
полученных формул, не может считаться полноценной апробацией метода на 
практике. Этот недостаток исследования можно преодолеть, продемонстриро-
вав возможности метода на нескольких значимых для практики задачах. В этом 
направлении авторы видят дальнейшее развитие данного исследования. 
 
10. Выводы 
1. Разработан аналитический метод решения уравнения Матье, пригодный 
для произвольных независящих друг от друга значений параметров a и q. Ме-
тод основан на точном решении уравнения.  
2. Найдены фундаментальные функции уравнения Матье. Принципиально, 
что эти функции, удовлетворяют наперед заданным условиям в точке z=0. 
3. Для решения проблемы численной реализации фундаментальные функ-
ции представлены степенными рядами. Коэффициенты этих рядов вычисляют-
ся посредством выведенных рекуррентных соотношений. 
4. Для вычисления характеристического показателя v получены конечные 
аналитические формулы. Фактически этими формулами установлена прямая 
функциональная зависимость v от исходных параметров уравнения a и q. Это 
позволяет исследовать решения уравнения Матье на ограниченность и перио-
дичность. 
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